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ТЕМА 1. ПРОСТАЯ ЛИНЕЙНАЯ ЭКОНОМЕТРИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ 
Оценивание параметров эконометрической модели методом наимень-
ших квадратов 
 

 Простая линейная регрессионная модель устанавливает линейную зави-

симость между двумя переменными, например, производительностью труда и 

уровнем механизации производства, товарооборотом и площадью торговой 

точки, уровнем потребления и уровнем доходов населения и т.п. 

 В общем виде, как уже отмечалось, уравнение парной регрессии выгля-

дит следующим образом: 

uxaay ++= 10 , 

где  − зависимая переменная (регрессант), y

x  − независимая переменная (регрессор), 

10 ,aa  − оцениваемые параметры, 

u  − ошибка линии регрессии. 

 Чтобы иметь явный вид зависимости, необходимо найти (оценить) не-

известные параметры  и . Для их оценки и построения эконометрической 

модели необходимо сформировать совокупность наблюдений. Данная сово-

купность наблюдений может быть отражена в системе координат в виде кор-

реляционного поля (рис. 1.1). 
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Рис. 1.1. Корреляционное поле 
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 На основе гипотезы о линейной зависимости между  и , через корре-

ляционное поле можно провести множество прямых линий (рис. 1.2), которые 

отличаются друг от друга величинами a  и . 
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Рис. 1.2. Корреляционное поле и линии регрессии 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Даже наиболее точно подобранная линия регрессии будет содержать 

отклонения истинных наблюдений от расчетных, т.е. лежащих на прямой 

(рис. 1.3). 
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Рис. 1.3. Иллюстрация отклонений 
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) )
 Отклонения от точек, лежащих на прямой, могут быть как положитель-

ными , так и отрицательными . В связи с этим возникает вопрос, ка-

ким критерием воспользоваться, чтобы найденные параметры  и  в наи-

большей степени соответствовали истине? 

( ku ( lu

0a 1a

 В качестве одного из показателей качества могла бы быть сумма откло-

нений. Но, учитывая их разнознаковость, указанная сумма не может быть 

взята в качестве критерия, так как значения отклонений в общей совокупно-

сти могут «погасить» друг друга. 

 Другим критерием качества может служить сумма квадратов отклоне-

ний. Здесь все они имеют одинаковый знак, и их сумма может служить ин-

дикатором точности рассчитанных значений  и . Данный принцип и ле-

жит в основе метода наименьших квадратов (1МНК). 

0a 1a

 Итак, пусть оценка линии регрессии представлена в виде уравнения 

xaay 10

))) += , 

где  − оценки величин ,  и . 10 ,, aay ))) y 0a 1a

 Данное уравнение должно быть справедливо для всех наблюдений  и 

. 

x
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Основная задача: подобрать такие , которые минимизируют сумму 

квадратов отклонений  от  
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 Следует иметь в виду, что применение метода 1МНК возможно при ус-

ловии, когда остатки (отклонения) распределены по нормальному закону, т.е. 

когда их среднее значение равно нулю, а дисперсия – постоянная величина.  

 Найдем указанную сумму 
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 Для нахождения значений оцениваемых параметров  и  возьмем 

первые производные от найденного выражения по каждому из параметров, 

приравняем их нулю и решим относительно  и . 
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После элементарных преобразования получаем систему так называемых 

нормальных уравнений 
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Решаем ее относительно a  и . 0

)
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2. Подставим полученное выражение во второе уравнение 
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Может быть использована и еще одна формула 

( )( )

( )∑

∑

=

=

−

−−
= n

i
i

n

i
ii

xx

yyxx
a

1

2

1
1

)
. 

В регрессионной модели коэффициент  называется коэффициентом 

регрессии. 
1a)

Коэффициент регрессии в линейной модели показывает, на сколько 

единиц собственного измерения изменится в среднем зависимая переменная 

при изменении -й независимой переменной в среднем на единицу собствен-

ного измерения при прочих неизменных условиях. 

j

Зная значение оценки , можно найти параметр . Для этого вос-

пользуемся уравнением 
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Отсюда получаем 
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Исходя из этого, имеем особенность уравнения регрессии: линия рег-

рессии проходит через среднюю точку 
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Оценку  можно также рассчитать, используя формулу  0a)
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 Рассмотрим пример. Пусть имеется выборка, содержащая информа-

цию о торговой площади магазина и суточном товарообороте 

 

Наблюдение Торговая площадь, м2 (  )x Товарооборот, тыс. грн. (  )y

1 20 10 

2 14 6 

3 12 4 

4 20 12 

5 33 18 

6 38 19 

7 41 22 

8 26 15 

 

Необходимо построить модель, отражающую зависимость суточного то-

варооборота от размера торговой площади, в предположении о линейной свя-

зи между рассматриваемыми показателями. 

Решение. 
 Построим корреляционное поле (рис. 1.4) и убедимся, что между това-

рооборотом и площадью торгового помещения существует зависимость, близ-

кая к линейной. 

0

5

10

15

20

25

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

Торговая площадь

То
ва

ро
об

ор
от

  
Рис. 1.4. Разброс точек, характеризующих зависимость между 

рассматриваемыми показателями 
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Найдем параметры уравнения  и , используя формулы 0a) 1a)
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Для расчета параметра  построим вспомогательную таблицу 1a)

x  y  ( )xxi −  ( )yyi −  ( )xxi − ( )yyi −  ( )2xxi −  2
ix  

20 10 -5,5 -3,25 17,875 30,25 400 

14 6 -11,5 -7,25 83,375 132,25 196 

12 4 -13,5 -9,25 124,875 182,25 144 

20 12 -5,5 -1,25 6,875 30,25 400 

33 18 7,5 4,75 35,625 56,25 1089 

38 19 12,5 5,75 71,875 156,25 1444 

41 22 15,5 8,75 135,625 240,25 1681 

 

26 15 0,5 1,75 0,875 0,25 676 

Сумма 204 106   477 828 6030 

Среднее 25,5 13,25      

 

0,576
828

477
1 ==a) , 

44,12,25576,025,130 −=⋅−=a) . 

Таким образом, уравнение регрессии имеет вид: 

xy ⋅+−= 576,044,1
)

 

Коэффициент регрессии  показывает, что при увеличении 

торговой площади в среднем на 1 м

0,5761 =a)

2 суточный товарооборот возрастет в 

среднем на 0,576  тыс. грн. при прочих неизменных условиях. 

При интерпретации оценок необходимо помнить 

1. Прочие неизменные условия; 

2. Что каждая числовая величина представляет собой оценку, которая, 

как правило, несет в себе ошибку; 

3. Единицы измерения переменных, которые рассматриваются. 
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Уравнение регрессии можно использовать при принятии решений. На-

пример, можно прогнозировать товарооборот торговой точки, которая долж-

на быть построена с торговой площадью 30 м2. 

84,1530576,044,1576,044,1 =⋅+−=⋅+−= xy)  тыс. грн. 

 Таким образом, оцененный (спрогнозированный) на основе уравнения 

регрессии товарооборот должен быть равен 15,84 тыс. грн. 

 С помощью регрессионного уравнения можно также оценить, какое 

значение должна иметь переменная х, чтобы при прочих неизменных услови-

ях было получено определенное значение зависимой переменной у. 

 Так, пусть . Определим, какой должна быть площадь тор-

говой точки, чтобы мог быть достигнут запланированный товарооборот. Для 

этого решим найденное уравнение относительно  и, подставив заданное 

значение , найдем искомую величину 

грн  тыс.20=y)

x

y)

2,37
576,0

44,120

576,0

44,1
=

+
=

+
=

yx
)

 м2. 

 Таким образом, торговая площадь должна составлять 37,2 м2. 

 Как уже отмечалось, уравнение регрессии обладает тем свойством, что 

оно справедливо для всех без исключения наблюдений переменных. То есть 

при неизменных коэффициентах регрессии значение каждого конкретного (i-

го) наблюдения зависимой переменной является функцией i-го наблюдения 

независимой переменной (данное утверждение справедливо и для многофак-

торных моделей). В условиях нашего примера мы можем записать 

11 576,044,1 xy ⋅+−=)
, 

22 576,044,1 xy ⋅+−=)
, 

M 

88 576,044,1 xy ⋅+−=)
. 

 Естественно, что числовые характеристики коэффициентов регрессии, 

полученные с помощью метода наименьших квадратов, описывают в среднем 

зависимость между зависимой и независимыми переменными. В связи с 

этим имеют место отклонения , соответствующие каждому наблюдению пе-

ременной: 

iu

iii yyu )−= , 
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где  – фактическое значение i–го наблюдения зависимой переменной,  − 

оценка i–го наблюдения зависимой переменной, полученная с помощь урав-

нения регрессии. 

iy iy)

 Оценка отклонений (ошибок) будет осуществлена ниже. 

 
Коэффициенты эластичности, парной корреляции, детерминации 
 

Наряду с коэффициентом регрессии, одним из показателей, характери-

зующим количественную связь между зависимой и независимой переменны-

ми, является коэффициент эластичности. Для линейной парной регресси-

онной модели данный коэффициент рассчитывается по формуле 

y
x

x
yE xy ⋅

∂
∂

=  

Он показывает, на сколько процентов в среднем изменится зависимая 

переменная при изменении независимой переменной в среднем на 1 процент 

при прочих неизменных условиях. 

Рассчитаем коэффициент эластичности 

0,5761 ==
∂
∂ a
x
y )

, 

1,1
13,25

25,5
0,576 =⋅=⋅

∂
∂

=
y
x

x
yE xy . 

Таким образом, при увеличении торговой площади в среднем на 1% то-

варооборот в среднем увеличится на 1,1% при прочих равных условиях. 

В экономическом анализе очень важно знать, насколько тесно связаны 

между собой изучаемые показатели. Для оценки тесноты и направления свя-

зи между двумя показателями используется коэффициент парной корреля-
ции. Он рассчитывается по формуле 
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 Коэффициент корреляции, в отличие от коэффициента регрессии, яв-

ляется показателем относительной меры связи между двумя факторами. Зна-

чения коэффициента корреляции всегда находятся в пределах между –1 и +1 
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11 ≤≤− yxr . 

 Положительное значение коэффициента свидетельствует о прямой свя-

зи, а отрицательное – об обратной. При приближении коэффициента парной 

корреляции по абсолютной величине к 1 ( )1→yxr  считается, что связь между 

показателями тесная, при приближении к 0 ( )0→yxr  – связь отсутствует. 

 Очень тесной считается связь, когда ( )7,0≥yxr , средней – когда 

( )7,05,0 ≤≤ yxr  и слабой, когда ( )5,0≤yxr . 

Коэффициент корреляции характеризует тесноту и направление связи 

между переменными. 

Знак коэффициента корреляции всегда совпадает со знаком коэффи-

циента регрессии. 

Связь между коэффициентом корреляции и коэффициентом регрессии 

 выражается следующим соотношением: 1a)

y

x
yx ar

σ
σ

1
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Рассчитаем коэффициент корреляции. Для этого найдем дисперсии пе-

ременных, их среднеквадратические отклонения и ковариацию 

(∑
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n

i
ix xx

n 1

22 1 ) ,  ,  , 5,1032 =σ x 17349,10=σ x
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 С учетом этого имеем 

( ) 981,0
973902,517349,10

625,59,cov
=

⋅
=

σσ
=

yx
yx

yxr . 

 Величина коэффициента парной корреляции, равная 0,981, говорит о 

прямой и тесной связи между показателями товарооборота и торговой пло-

щади 
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 В простой эконометрической модели коэффициент корреляции служит 

одним из показателей ее качества. 

 Зададимся теперь вопросом: как вариация (дисперсия) зависимой пе-

ременной объясняется исходя из оцениваемой линии регрессии? 

Сравнение расчетных значений с фактическими позволяет исследова-

телю оценить степень адекватности гипотетической регрессионной модели. 

Различные статистические показатели могут быть использованы для оценки 

того, в какой степени iy  аппроксимирует соответствующее выборочное на-

блюдение , но все они делают акцент на то, на сколько регрессионное 

уравнение, полученное с помощью метода 1МНК, объясняет значение  луч-

ше, чем «примитивный» оценщик, каковым является выборочное среднее 

iy

y

y . 

Вот почему эконометрики используют квадрат отклонений  от их 

средних как меру количества вариации , объясняемой регрессией. Это рас-

четное количество обычно называется общей суммой квадратов. 

iy

y

 Рассмотрим декомпозицию (разложение) отклонений  с помощью ил-

люстративного примера (рис. 1.5). 

y

    
 
 
   
 
   
 
 
   

                                                            x ixx

y

iy

iy)

y

( )ii yx )
,

xaay 10

))) +=

yyi −)

yyi −  

Рис. 1.5. Иллюстрация отклонений значений зависимой переменной 

( )ii yx ,
ii yy )−

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Отклонение от точки, лежащей на линии регрессии, определяется как 

, разность ( ii yy )− ) (  называется общим отклонением и, наконец, )yyi − ( )yyi −)
 

представляет собой отклонение, связанное с линией регрессии. 
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Так как y

x

 − величина постоянная, то значение последнего отклонения 

может быть всегда найдено, исходя из уравнения регрессии, поскольку каж-

дому значению  соответствует значение . i iy)

( ii yy )−

ix

) − отклонение, которое нельзя объяснить исходя из регресси-

онной прямой (необъяснимое отклонение). Учитывая тот факт, что при изме-

нении  изменяются обе величины − и , и , то регрессионная прямая не 

дает возможности объяснить данное отклонение. 

iy iy)

Таким образом, общее отклонение раскладывается на две величины: 

отклонение, которое объясняется исходя из линии регрессии и отклонение, 

которое нельзя объяснить исходя из этого, так называемое, необъяснимое от-

клонение. 

( ) ( ) ( iiii yyyyyy )) −+−=− ). 
Возведем в квадрат данное выражение и просуммируем по всем i  

( ) ( ) ( )( ) ( )∑∑∑∑
====

−+−−+−=−
n

i
i

n

i
iii

n

i
ii

n

i
i yyyyyyyyyy

1

2

11

2

1

2 2
))))

. 

Рассмотрим среднее выражение в правой части 

( )( ) ( ) ( )∑∑∑
===

−=−−+=−−
n

i
ii

n

i
ii

n

i
iii uxxauxaaxaayyyy

1
1

1
1010

1

)))))))
. 

Так как ( ) 0
1

=−
=

n

i
i xx∑ , то и все выражение ( )( ) 0

1

=−−∑
=

n

i
iii yyyy ))

. Отсюда имеем 

( ) ( ) ( )∑ ∑∑
= ==

−+−=−
n

i

n

i
iii

n

i
i yyyyyy

1 1

22

1

2 ))
 

Величина (∑
=

−
n

i
i yy

1

2

)2

)  называется общей суммой квадратов отклонений 

,  − суммой квадратов необъяснимых отклонений (ошибок) 

 и 

( )SST

( )SSE

(∑
=

−
n

i
ii yy

1

)

(∑
=

−
n

i
i yy

1

2) )  − суммой квадратов отклонений, объясняемая регрессией 

. ( )SSR

Таким образом, 

SSRSSESST += . 

Разделив обе части выражения на , получим дисперсии n
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( ) ( ) ( )
n

yy

n

yy

n

yy
n

i
i

n

i
ii

n

i
i ∑∑∑

===

−
+

−
=

−
1

2

1

2

1

2 ))

 

или 
2

.
2

.
2

. регрошобщ σσσ += , 

где 
( )

2
.

1

2

общ

n

i
i

n

yy
σ=

−∑
=  − общая дисперсия, 

( )
2

.
1

2

ош

n

i
ii

n

yy
σ=

−∑
=

)

 − дисперсия ошибок, 

( )
2

.
1

2

регр

n

i
i

n

yy
σ=

−∑
=

)

 − дисперсия, объясняемая регрессией. 

Поделим обе части равенства на σ  2
.общ

2
.

2
.

2
.

2
.1

общ

регр

общ

ош

σ

σ

σ
σ

+= . 

Первое слагаемое в правой части 2
.

2
.

общ

ош

σ
σ

 − доля ошибок в общей дисперсии, а 

второе 2
.

2
.

общ

регр

σ

σ
 − составная часть дисперсии, которая объясняется регрессией. 

Часть дисперсии, которая объясняет регрессию, называется коэффи-
циентом детерминации. 

Коэффициент детерминации обозначается через . Таким образом, 2R

2
.

2
.2

общ

регрR
σ

σ
=  

или 

SST
SSRR =2 . 

Величина коэффициента детерминации всегда изменяется в пределах 

от нуля до единицы 

10 2 ≤≤ R . 
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Как уже отмечалось, коэффициент детерминации является одним из 

критериев адекватности модели. Если значение  близко к единице, то мо-

дель адекватна, если близко к нулю, то неадекватна. Данный коэффициент 

позволяет ответить на вопрос, является ли связь между переменными линей-

ной и не влияют ли на изменение  в большей степени случайные факторы? 

2R

y

 

Связь между коэффициентом корреляции и коэффициентом детерми-
нации 
 

Так как рассмотренные коэффициенты – корреляции и детерминации, 

служат критериями качества модели, то между ними должна быть объектив-

ная связь. Рассмотрим снова коэффициент детерминации 

SST
SSRR

общ

регр == 2
.

2
.2

σ

σ
. 

Числитель выражения представим как  

( )∑
=

−=
n

i
i yySSR

1

2)
, 

а знаменатель как 

( )∑
=

−=
n

i
i yySST

1

2 . 

Преобразуем  SSR

( ) ( )( ) ( )∑∑ ∑
== =

−=+−+=−
n

i
i

n

i

n

i
ii xxaxaaxaayy

1

22

1
1 1

2

1010

2 ))))))
. 

Подставим полученное выражение в формулу для , умножив и числи-

тель, и знаменатель на 

2R

n
1  

( )

( )
2

2
2

1

1

2

1

22

1
2

1

1

y

x

n

i
i

n

i
i

a

n
yy

n
xxa

SST
SSRR

σ
σ)

)

=






⋅−







⋅−

==
∑

∑

=

=
. 

Так как коэффициент корреляции рассчитывается по формуле 

y

x
yx ar

σ
σ

1

)= , 
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то делаем окончательное заключение: коэффициент детерминации в уравне-

нии парной регрессии – это квадрат коэффициента парной корреляции 
22
yxrR = . 

Используя данные примера, рассчитаем коэффициент детерминации 

Для определения общей дисперсии ( )2
.общσ  и дисперсии, объясняющей регрес-

сию ( )2
.регрσ , найдем оценки переменной  . y ( )iy)

iy  iy)  yyi −  ( )2yyi −  yyi −)
 ( )2yyi −)

 
iii yyu )−=

 
( )2

ii yy )−  ii yu  

10 10,08152 -3,25 10,5625 -3,16848 10,03927 -0,08152 0,006645 -0,00815 

6 6,624997 -7,25 52,5625 -6,625 43,89066 -0,625 0,390622 -0,10417 

4 5,472824 -9,25 85,5625 -7,77718 60,48447 -1,47282 2,169209 -0,36821 

12 10,08152 -1,25 1,5625 -3,16848 10,03927 1,918481 3,680569 0,159873 

18 17,57065 4,75 22,5625 4,32065 18,66801 0,42935 0,184342 0,023853 

19 20,45108 5,75 33,0625 7,201084 51,85562 -1,45108 2,105646 -0,07637 

22 22,17935 8,75 76,5625 8,929345 79,73321 -0,17935 0,032165 -0,00815 

15 13,53804 1,75 3,0625 0,288041 0,082968 1,461959 2,137324 0,097464 

Сумма   285,5  274,7935  10,70652 -0,28386 

 

Общая дисперсия составит 

( )
687535

8

52851

2

2

. ,,
n

yy
n

i
i

общ ==
−

=
∑

=σ . 

Дисперсия, объясняющая регрессию равна 

( )
3491934

8

79352741

2

2

. ,,
n

yy
n

i
i

регр ==
−

=
∑

=

)

σ . 

С учетом этого находим коэффициент детерминации  

9625,0
6875,35

34919,34
2

.

2

.2 ===
общ

регрR
σ
σ

. 

Значение коэффициента детерминации позволяет сделать вывод о том, 

что 96,25% вариации зависимой переменной (величины товарооборота) объ-

ясняется вариацией независимой переменной (торговой площадью). 

Полученное значение коэффициента детерминации можно было бы по-

лучить, зная коэффициент корреляции 

( ) 9625,0981,0 222 === yxrR . 
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Для определения доли вариации  за счет неучтенных в модели факто-

ров рассчитывается коэффициент остаточной детерминации  

y

0375,09625,011 2 =−=− R . 

Таким образом, 3.75% вариации товарооборота объясняется неучтенными в 

модели факторами. 

 
Степени свободы для сумм квадратов 
 
 В анализе регрессионной модели и оценке ее адекватности реальному 

процессу, а также адекватности ее параметров, важным понятием является 

понятие числа степеней свободы. 

 Число степеней свободы некоторой величины − это разность между чис-

лом ее исследований (наблюдений) и числом констант, которые установлены 

(найдены) в результате этих исследований, независимо друг от друга. 

 Применительно к общим суммам квадратов , которые 

использовались при расчете коэффициента детерминации, степень свободы 

 – число, которое показывает, сколько независимых 

элементов информации, полученных из элементов , необходимо 

для расчета данной суммы квадратов. 

( )SSESSRSST ,,

nyyy ,,, 21 K

( Freedom of Degree - DF )

 Найдем число степеней свободы для каждой из составляющих выраже-

ния 

SSRSSESST += . 

 Для нахождения  рассматриваются разности SST yy −1 , yy −2 ,…, 

yyn − . Их сумма равна нулю: ( ) 0
1

=−∑
=

n

i
i yy , что говорит о зависимости всех 

разностей. Если одну (любую) исключим из суммы, то получим выражение, не 

равное нулю: (
1

1

−∑
−

=

n

i
i yy

SST

) 0≠ . То есть  разность независима. Таким обра-

зом, для расчета  необходимо  независимое число разностей. Отсюда 

 является числом степеней свободы для : . 

1−n

1−n

1−n SST 1−= nDFSST

 Для нахождения  необходимо иметь только один параметр a : SSR 1

)

( )xxaxaaxaayy iii −=−−+=− 11010

))))))
, 
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( ) ( )∑∑
==

−=−
n

i
i

n

i
i xxayy

1

22
1

1

2 ))
. 

 Отсюда  можно получить, используя одну единицу независимой ин-

формации, т.е. : . 

SSR

1a) 1=SSRDF

 Число степеней свободы в данном случае совпадает с числом независи-

мых переменных. 

 Наконец для  имеем , т.е. число степеней свободы рав-

но разности между числом наблюдений  и числом оцениваемых параметров 

 и a  (в дальнейшем число степеней свободы будем обозначать буквой ). 

SSE 2−= nDFSSE

n

0a) 1

) v

 Для простой линейной регрессии можно записать 

( )211 −+=− nn . 

 Как уже отмечалось, степени свободы используются в анализе диспер-

сий и при проверке адекватности модели. Для этих целей определим понятие 

среднего квадрата. 

Средний квадрат – сумма квадратов, поделенная на соответствующее 

число степеней свободы. 

Отсюда, средний квадрат ошибок  будет равен: (MSE)

( )
2

1

2

−

−
=

∑
=

n

yy
MSE

n

i
ii
)

, 

а средний квадрат, объясняющий регрессию ( ) : MSR

( )
SSR

yy
MSR

n

i
i

=
−

=
∑

=

1
1

2)

. 

Для общей суммы квадратов средний квадрат не рассчитывается. 

 
Проверка адекватности модели и ее параметров 
Проверка адекватности модели по F-критерию Фишера 
 

 Чтобы быть уверенным в том, что построенная модель действительно 

пригодна для анализа исследуемого процесса или явления, необходимо дать 

оценку как самой модели и входящих в нее параметров, так и сопутствую-

щих ей показателей. 
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 Начнем с того, что оценим адекватность самой модели. Для этих целей 

применим F-критерий Фишера. Из курса теории вероятностей известно, что 

величина  

MSE
MSRF =  

имеет распределение Фишера с  и  степенями свободы при ус-

ловии, что наклон линии регрессии равен нулю, т.е. .  

11 =v 22 −= nv

01 =a)

Если это действительно так, то выражение для  может быть записано 

следующим образом 

iy)

( ) yxxayxaxayxaay iiii =−+=+−=+= 11110

))))))
. 

 С учетом полученного результата данные лучше аппроксимировать на 

основе среднего значения , т.е. y y , а не на основе уравнения регрессии 

ii xaay 10

))) += . 

И, следовательно, линейная связь между  и  отсутствует. x y

Таким образом, F-критерий служит для проверки нулевой гипотезы 

, что наклон прямой равен нулю . Если данная гипотеза под-

тверждается, то рассматриваемые данные лучше аппроксимировать с помо-

щью средней величины 

0: 10 =aH ) ( 01 =a) )

( )yyi =)
. 

Этапы проверки: 

1. Рассчитываем величину F-критерия: 

MSE
MSRFрасч =. ; 

2. Задаем уровень значимости α  − в скольких случаях из 100 может быть 

допущена ошибка (чаще всего используются 5% и 1% уровни значимо-

сти); 

3. Находим по таблицам F-распределения Фишера с  степенями 

свободы и уровнем значимости  табличное (критическое) значение F-

критерия 

( 2,1 −n )
α

( )( )α,2,1 −nF ; 

4. Если рассчитанное значение F-критерия превышает табличное 

( )( )α,2,1. −> nрасч FF , то гипотеза о равенстве  нулю отвергается, т.е. мо-

дель адекватна, если 

1a)

( )( )α,2,1. −≤ nрасч FF , то гипотеза принимается. 
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Проверим значимость уравнения регрессии по критерию Фишера. Рас-

считаем -статистику Фишера: F

MSE
MSRFрасч =. . 

Средний квадрат, объясняющий регрессию  ( )MSR

( )
274,7935

1

274,7935

1
1

2

==
−

=
∑

=

n

i
i yy

MSR

)

. 

Средний квадрат ошибок  ( )MSE

( )
1,78442

2-8

10,70652

2
1

2

==
−

−
=

∑
=

n

yy
MSE

n

i
ii
)

. 

С учетом этого F-статистика Фишера 

996153
78442.1

7935.274
. ,

MSE
MSRFрасч === . 

Зададимся уровнем значимости  и найдем табличное значение 

критерия Фишера для числа степеней свободы  и . 

Оно равно . Так как  

05,0=α

11 =v 62822 =−=−= nv

( ) 99,505.0,6,1 =F

( ) 99,5996153 05.0,6,1. =>= F,Fрасч ,  

то делаем вывод о значимости уравнения регрессии. 

 

Проверка гипотезы о значимости коэффициента корреляции 
 

Следующим этапом оценки качества модели и ее параметров является 

проверка значимости коэффициента корреляции. Данная процедура необхо-

дима для того, чтобы сделать заключение: имеется или отсутствует связь ме-

жду независимой и зависимой переменными. 

С этой целью выдвигается гипотеза  − коэффициент корре-

ляции равен нулю и связь отсутствует. 

0:0 =yxrH

Для проверки гипотезы рассчитывается t -статистика Стьюдента: 

2. 1

2

yx
yxрасч r

nrt
−
−

⋅=  или 
2. 1

2

R
nryxрасч −

−
⋅=t , 
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где  − число степеней свободы. 2−n

Для заданного уровня значимости  и числа степеней свободы  нахо-

дится табличное значение ) . Если  

α v

( α,vt

( )α,. vрасч tt > , 

то гипотеза  об отсутствии корреляционной связи между перемен-

ными отвергается, если 

0:0 =yxrH

( α,. vрасч tt ≤ )  − то принимается. 

Проверим гипотезу о значимости коэффициента корреляции с помо-

щью критерия Стьюдента. Рассчитаем -статистику Стьюдента t

409648212
9625,01
28981,0

1
2
2. ,

r
nrt

yx
yxрасч =

−
−

⋅=
−
−

⋅= , 

зададимся уровнем значимости . Табличное значение критерия Стью-

дента для числа степеней свободы  и уровня значимости 

 равно t . 

05,0=α

=v 6282 =−=−n

05,0=α ( ) 227,205.0,6 =

Так как рассчитанное нами значение критерия Стьюдента больше таб-

личного  

( ) 227,24,12 05.0,6 =>= ttрасч. , 

то делаем вывод о значимости коэффициента корреляции. 

 

Критерии оценки качества линейной модели 
 

 Наряду с рассмотренными выше для оценки качества модели исполь-

зуются и другие критерии. Вот некоторые из них: 

1. Средняя ошибка прогноза 

∑
=

==
n

i
iu

n
uME

1

1
. 

Величина  при n . 0→ME ∞→

2. Дисперсия и стандартное отклонение ошибок 

( ) ( ) 2

1

21var u

n

i
i uu

n
u σ=−= ∑

=

, 

( ) ( )∑
=

−==
n

i
i uu

n
u

1

21varσ . 
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3. Среднее абсолютное отклонение 

( ) ∑
=

−=
n

i
i uu

n
uMAD

1

1 . 

4. Средний квадрат ошибки 

( ) ∑
=

=
n

i
iu

n
uMSE

1

21 . 

 Иногда вместо данного показателя используется сумма квадратов оши-

бок 

∑
=

=
n

i
iuSSE

1

2 . 

5. Средняя абсолютная процентная ошибка 

∑
=

=
n

i i

i

y
u

n
MAPE

1
%1001 . 

6. Средняя процентная ошибка (аппроксимации) 

∑
=

=
n

i i

i

y
u

n
MPE

1
%1001 . 

7. Средняя абсолютная ошибка 

( ) ∑
=

=
n

i
iu

n
uMAE

1

1
 

Для условий нашего примера рассчитаем среднюю процентную ошибку 

аппроксимации 

%,-,-
y
u

n
MPE

n

i i

i 548243%100
8

283860
%100

1

1

=⋅=⋅= ∑
=

. 

В процентном отношении по абсолютной величине ошибка невелика. 

Таким образом, можно сделать вывод о хорошо подобранной модели. 

Как уже отмечалось, для оценки достоверности модели используются 

дисперсии остатков . Несмещенная оценка истинного значения  для 

парной зависимости рассчитывается по той же формуле, что и  

2
uσ 2

uσ

MSE

2
1

2

2

−
=

∑
=

n

u
n

i
i

uσ) . 

Для многофакторной модели 
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kn

u
n

i
i

u −
=

∑
=1

2

2σ) , 

где  и n  − число степеней свободы. 2−n k−

Для определения уровня корреляции между наблюдениями  и рассчи-

танными по модели значениями , используется индекс корреляции (при-

меняется также для проверки линейности связи между  и ) 

iy

iy)

y x

( )

( )

( ) ( )

( )

( )

( ) SST
SSE

yy

yy

yy

yyyy

yy

yy
R n

i
i

n

i
ii

n

i
i

n

i
ii

n

i
i

n

i
i

n

i
i

−=
−

−
−=

−

−−−
=

−

−
=

∑

∑

∑

∑∑

∑

∑

=

=

=

==

=

= 11

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2 )))

 

1≤R  

Если все , то теоретические значения  и значения наблюдений 

 сходятся. 

02 =iu iy)

iy

Если все yyi =) , то изменения  не связаны с изменениями  и . y x 0=R

Надежные границы индекса корреляции определяются через оценки 

среднеквадратического отклонения 

RR tR
n
R

σσ α±=∆
−

=    ,
1

. 

 

Условия применения метода наименьших квадратов 
 

1. Математическое ожидание остатков (ошибок) равно нулю 

( ) 0=iuM . 

Факторы, не включенные в модель, не влияют систематически на мате-

матическое ожидание . y

2. Случайные величины  имеют одинаковую дисперсию для всех iu ni ,1=  (го-

москедастичность) 

( ) niu ui ,1  ,var 2 == σ . 

3. Случайная величина  распределена по нормальному закону с математи-

ческим ожиданием, равным нулю и постоянной дисперсией 

u

( )2,0~ uNu σ . 
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4. Между случайными величинами  отсутствует автокорреляция u

( ) ( )[ ] ( )[ ]{ } ( ) jiuuMuMuuMuMuu jijjiiji ≠==−⋅−=   ,0,cov . 

Это означает, что случайные величины должны быть независимыми 

между собой, или, что то же самое, корреляция между u  и  отсутствует. i ju

5. Значения независимых переменных  не зависят от значений случайных 

величин , т.е. имеет место нулевая ковариация между ними 

ix

iu

( ) ( )[ ] ( )[ ]{ }
( )[ ]{ }

( ) ( ) ( )
( ) ,0

,cov

==
=−=

=−=
=−⋅−=

ii

iiii

iii

iiiiii

xuM
xMuMxuM

xMxuM
xMxuMuMxu

 

так как  и . ( ) 0=iuM ( ) constxM i =

6. Независимые переменные модели создают линейно независимую систему 

векторов, т.е. независимые переменные не должны быть мультиколлине-

арными. 

7. Регрессионная модель построена (специфицирована) правильно (отсутст-

вует ошибка): правильно подобрана линия регрессии, в нее включены 

только существенно влияющие переменные, модель адекватна экономиче-

скому процессу. 

8. Количество наблюдений больше числа независимых переменных (регрес-

соров) ( ). mn >

9. Регрессоры − детерминированные величины. 

10. Набор переменных  не содержит ошибок наблюдений. X

11. Набор переменных  содержит все существенно влияющие на регрес-

сант факторы. 

X

12. Коэффициенты регрессии − детерминированные величины, неизменные 

во времени и пространстве. 

 

Распределение независимой переменной y  

 

Единственным источником изменения  является случайная величина 

. Естественно, что и распределение переменной  зависит от распределе-

ния случайной величины , т.е. является нормальным. 

y

u y

u
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Математическое ожидание переменной  определяется как y

( ) ( ) ( ) ( )iiiii uMxaaMuxaaMyM ++=++= 1010 . 

А так как  и, учитывая, что  и  − константы и  прини-

мают фиксированные значения, то 

( ) 0=iuM 0a 1a ix

( ) ( ) iii xaaxaaMyM 1010 +=+= . 

Дисперсия зависимой переменной равняется дисперсии случайной ве-

личины  u

( ) ( )[ ] 22

uiii yMyMyD σ=−= . 

Здесь и далее в расчетах используется несмещенная оценка дисперсии σ . 2

u
)

 

Математическое ожидание и дисперсия распределения параметров 0a  и 

1a  

 

Параметры  и  можно выразить как линейные функции от случай-

ной величины . Из предположения 3 о нормальности распределения остат-

ков  вытекает нормальность распределения параметров  и  . 

0a 1a

u

u 0a 1a

 Найдем математическое ожидание и дисперсию для : 0a

( ) 00 aaM )= , 

( ) ( )[ ] ( )
( )∑

∑

=

=

−
=−=−= n

i
i

n

i
i

u

xxn

x
aaMaMaMaD

1

2

1

2

22

00

2

000 σ) . 

Оценка дисперсии a : 0

( )∑

∑

=

=

−
= n

i
i

n

i
i

ua

xxn

x

1

2

1

2

22

0
σσ )) . 

 Аналогично рассчитаем данные показатели для a :  1

( ) 11 aaM )= , 

( ) ( )[ ] ( )
( )∑

=

−
=−=−= n

i
i

u

xx
aaMaMaMaD

1

2

22

11

2

111

1
σ) . 
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Оценка дисперсии a : 1

( )∑
=

−
= n

i
i

ua

xx
1

2

22 1
1

σσ )) , 

Рассчитанные значения дисперсий параметров  и  используются 

для проверки их значимости и расчета доверительных интервалов. 

0a 1a

 

Проверка значимости параметров 0a  и 1a  по критерию Стьюдента и 

построение доверительных интервалов 
 

Для проверки значимости параметров модели рассчитывают -

статистику Стьюдента 

t

( )
ipt  для каждого из них по следующей формуле: 

2

*

i

i

p

ii
p

ppt
σ)
−

=   

с  степенями свободы, где ( kn − )

ip  − оценка рассматриваемого i -го параметра; 

  − гипотетическое значение, которое должен принять параметр  *
ip ip

( )*
0 : ippH i = ; 

  − оценка дисперсии параметра  (по регрессии); 2

ipσ) ip

  − размер выборки; n

  − число оцениваемых параметров модели (для парной регрессии 

). 

k

2=k

Для оценки параметра  выдвигается гипотеза . -

статистика Стьюдента принимает вид: 

1a) 0: 10 =aH ) t

1

1

1

a
a

at
σ)
)

) = . 

Сравниваем рассчитанное значение  с табличным 
1at ) ( )( )α,knt −  для числа 

степеней свободы  и уровня значимости α . ( kn − )

Если ( α,1 kna tt −>) ) , то гипотеза  отвергается, если 0: 10 =aH )
( α,1 kna tt −≤) ) , то 

принимается. 



 43 
 

Расчетная формула для оценки значимости параметра a  аналогична: 0

)

0

0

0

a
a

at
σ)
)

) = . 

Оценим значимость параметров модели  и . Для этого сначала рас-

считаем оценку дисперсии ошибок σ : 

1a) 0a)

2

u
)

78442,1
2-8

10,70652

2
1

2

2 ==
−

=
∑

=

n

u
n

i
i

uσ) . 

Найдем оценку дисперсии  1a ( )2

1aσ)  и среднеквадратическое отклонение 

( )
1aσ) : 

( )
0,002155

828

1
78442,1

1

1

2

22

1
=⋅=

−
⋅=
∑

=

n

i
i

ua

xx
σσ ))

, 

0,0464232

11
== aa σσ )) . 

Рассчитаем -статистику Стьюдента: t

12,40951
0,046423

0,57608696

1

1

1 ===
a

a

at
σ)
)

) . 

Как и в случае с коэффициентом корреляции, найдем для  и 

 табличное значение критерия Стьюдента и сравним рассчи-

танное значение t -статистики с табличным: 

05,0=α

6282 =−=−n

( ) 227,24,12 05.0,61
=>= tta) . 

Таким образом, значение коэффициента  является значимым. 1a)

Найдем оценку дисперсии  0a ( )2

0aσ)  и среднеквадратическое отклонение 

( )
0aσ) : 

( )
1,624404

8288

6030
78442,1

1

2

1

2

22

0
=

⋅
⋅=

−
⋅=

∑

∑

=

=
n

i
i

n

i
i

ua

xxn

x
σσ )) , 

1,2745212

00
== aa σσ )) . 

Рассчитаем -статистику Стьюдента: t
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130011
2745211

440221

0

0

0 ,
,

,
ѓР
at

a
a −=

−
== )

)
. 

Сравним рассчитанное значение -статистики по модулю с табличным 

для α  и : 

t

05,0= 6282 =−=−= nv

( ) 227,213001,1 05.0,60
=<−= tta) . 

Таким образом, для выбранного уровня доверия α  значение коэффици-

ента  не является значимым. 0a)

Расчет доверительных интервалов для параметров осуществляется в не-

сколько этапов:  

1. Рассчитываем -статистику t ( )
ipt  Стьюдента: 

2

*

i

i

p

ii
p

ppt
σ)
−

=  ; 

2. Выбираем уровень значимости α ; 

3. По таблице критерия Стьюдента находим значения 2αt±  с  степеня-

ми свободы (для парной зависимости ). С учетом этого получаем: 

( kn − )

2=k

( ) ααα −=≤≤− 122 tttP
ip  

или  

α
σ

αα −=













≤

−
≤− 122

*

2 tpptP
ip

ii
) . 

Отсюда имеем: 

ipii tpp σα

)⋅±= 2

* . 

Для параметра  получаем: 1a)

121

*

1 ataa σα

)) ⋅±= . 

Для параметра : 0a)

020

*

0 ataa σα

)) ⋅±= . 

Найдем доверительные интервалы для параметров  и a . 1a) 0

)

Для параметра  имеем: 1a)

121

*

1 ataa σα

)) ⋅±= . 
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Пусть . Для  степеней свободы находим таб-

личное значение 

05,0=α 6282 =−=−= nv

2272,=025,0t=2αt . С учетом этого 

103384057608696004642302272576086960
1025.01

*

1 ,,,,,taa a ±=⋅±=⋅±= σ)) . 

Таким образом, значение  находится в пределах между 0,472703 и 

0,679471. 

1a)

Аналогичные действия проделываем для : 0a)

838358244022127452112272440221
0025.00

*

0 ,,,,,taa a ±−=⋅±−=⋅±= σ)) . 

Как видим, диапазон изменения параметра  достаточно большой: от 

−4,27836 до 1,398358. 

0a)

 

Прогнозирование по модели простой линейной регрессии 
 

Различают точечный и интервальный прогнозы зависимой переменной.  

Прогнозную величину  получаем из уравнения регрессии, подстав-

ляя в него значение переменной  для , т.е. : 

1+ny)

ix 1+= ni 1+nx

1101 ++ += nn xaay ))) . 

Расчет прогнозной величины  сопровождается расчетом ошибки 

прогноза u  и ее дисперсии (оценки дисперсии). 

1+ny)

1+n

Значение ошибки прогноза , равное 1+nu

111 +++ −= nnn yyu )  

позволяет рассчитать ее дисперсию: 

( )
( ) 
















−

−
++=

∑
=

+
+ n

i
i

n
uu

xx

xx
nn

1

2

2

122 1
1

1
σσ . 

Оценка дисперсии σ , определяемая из выражения 2

1+nu
)

( )
( ) 
















−

−
++=

∑
=

+
+ n

i
i

n
uu

xx

xx
nn

1

2

2

122 1
1

1
σσ )) , 
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позволяет рассчитать доверительные интервалы прогноза. -статистика 

Стьюдента для переменной  определяется как 

t

1+ny)

( )
( )∑

=

+

++

−

−
++

−
=

+

n

i
i

n
u

nn
y

xx

xx
n

yyt
n

1

2

2

1

*

11

1
1

1

σ)

)
. 

Исходя из этого, имеем доверительный интервал для прогнозного -

го значения переменной : 

( )1+n

y

( )
( )∑

=

+
++

−

−
++⋅±= n

i
i

n
unn

xx

xx
n

tyy

1

2

2

1
21

*

1

1
1σα

)) . 

На практике построение доверительных интервалов чаще осуществля-

ется для математического ожидания  (так называемого, точечного прогно-

за): 

1+ny)

( ) 1101 ++ += nn xaayM . 

Величина ошибки равна: 

( ) 111 +++ −= nnn yyMu )
 

Дисперсия ошибок в этом случае определяется следующим образом: 

( )
( ) 


















−

−
+=

∑
=

+
+ n

i
i

n
uu

xx

xx
nn

1

2

2
122 1

1
σσ , 

а ее оценка 

( )
( ) 
















−

−
+=

∑
=

+
+ n

i
i

n
uu

xx

xx
nn

1

2

2

122 1
1

σσ ))
. 

С учетом этого выражение для расчета доверительного интервала не-

много видоизменяется: 

( ) ( )
( )∑

=

+
++

−

−
+⋅±= n

i
i

n
unn

xx

xx
n

tyyM

1

2

2

1
21

*

1

1
σα

)) . 
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Рассчитаем прогноз величины  и доверительные интервалы прогно-

за для . Для этого определим значение . 

1+ny)

9181 =+=+n 209 =x

 Найдем : 9y)

0815192,102057608696,044022,157608696,044022,1 99 =⋅+−=⋅+−= xy) . 

Определим доверительные интервалы для уровня значимости 

025,02 =α . Так, для интервального прогноза имеем 

( )
( )

( )

206156,30815192,10
828

5,2520

8

1
1335821844,1227,20815192,10

1
1

2

1

2

2

9
29

*

9

±=

=
−

++⋅⋅±=

=
−

−
++⋅⋅±=

∑
=

n

i
i

u

xx

xx
n

tyy σα

))

 

Значение  в соответствии с произведенными расчетами находится в 

пределах между 6,875363 и 13,28768. 

9y)

 Аналогично произведем вычисления доверительных интервалов для ма-

тематического ожидания  (для 9y) 025,02 =α ): 

( ) ( )
( )

( )

.19564,10815192,10
828

5,2520

8

1
335821844,1227,20815192,10

1

2

1

2

2

9
29

*

9

±=

=
−

+⋅⋅±=

=
−

−
+⋅⋅±=

∑
=

n

i
i

u

xx

xx
n

tyyM σα

))

 

 Таким образом, истинное значение  находится в пределах между 

8,885879 и 11,27715. Можно заметить, что доверительный интервал для ма-

тематического ожидания переменной  имеет меньший диапазон, чем для 

отдельной точки. 

9y)

9y)
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